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1 背景
本稿では，天井効果と呼ばれる計測限界によっ

て情報が欠損した観測値のみから，低ランクな行
列を復元する手法の研究結果 [6]を紹介する．
天井効果とは，計測方法の制約によりデータの

観測値に上限が生じる状況のことである．上限を
超えた値は閾値で打ち切られてから観測されるた
め，真の値は観測できない．天井効果は統計分析
に悪影響を与えることが知られているため，教育
学や生体医学など幅広い科学分野において議論の
対象となってきた [1]．同様の現象は機械学習の応
用分野，例えば推薦システムのベンチマークデー
タにおいてもみられる (図 2)．
一方，低ランク行列補完は，低ランクな行列の

観測値がさまざまに欠損している場合に元の行列
を精度良く推定する技術である．欠測やノイズ，
離散化といった情報欠損に対して有効であること
が知られている [2]．
低ランク行列補完の原理を応用すれば，天井効

果を受けた行列から，天井効果を受ける前の行列
を復元できる可能性がある．しかし，天井効果の
ように真値に依存した情報欠損は，既存の行列補
完の理論および手法の適用範囲外である．そこで
本研究では閾値による打ち切りを受けた行列を復
元する手法を提案し，その有効性を理論，実験の
両面から示した．

2 問題の定式化と復元可能性解析
以下では一般に行列を太字で表し，その成分は

対応する細字に添字を付けて表す (例えば行列 X
の第 (i, j)-成分は Xij で表す)．

問題の定式化． 行列 M ∈ Rn1×n2 を一つ固定
し，真の行列と呼ぶ．そのランクを r とする．打
ち切りの閾値を C ∈ R とし，行列 Mc を M c

ij =
min(C,Mij)で定義する．このMc のうち，成分の
一部が一様な確率 pで独立に観測されるとする．観
測された添字の集合を Ω ⊂ [n1]×[n2]で表す．ここ
で自然数 n ∈ Nに対して [n] := {1, 2, . . . , n}とし
た．打ち切られた行列の補完問題 (Clipped matrix
completion)は， {M c

ij}ij∈Ω および C の値からM
を精度よく復元せよという問題である（図 1）．

本稿の内容はMiao Xu博士 (理研)，佐藤一誠講師 (東
大/理研)，杉山将教授 (理研/東大)との共同研究 [6]に基づ
く．
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図 1: 本研究の問題設定．復元結果は実際に提案
法の一つ「Fro-CMC」を適用した結果である．真
の行列を精度良く復元できていることが分かる．
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図 2: 映画推薦のベンチ
マークデータ FilmTrust
の評価値頻度分布．右に
打ち切られた形状が天井
効果の存在を示唆する．

復元可能性の解析． 打ち切られた行列の補完問
題においては，仮に全ての成分が観測されたとし
ても復元が可能であるとは限らない．特に自明な
例として，全ての成分が打ち切りを受けている場
合は復元が不可能である．そこで本研究では問題
の可解性を特徴づけるために，真の行列の完全な
補完が高い確率で可能になるための十分条件を提
案した．この十分条件は，打ち切りの影響を適切
に測る理論的な量 [6]を用いて表わされる．この量
がある絶対定数より小さければ，トレースノルム
最小化と呼ばれるアルゴリズム

arg min
X

∥X∥tr s.t.

{
PΩ\C(X) = PΩ\C(M

c
Ω),

PC(M
c
Ω) ≤ PC(X),

によって真の行列を高い確率で復元できる（ここ
で C := {(i, j) ∈ Ω : M c

ij = C}であり PAはAに
含まれない添字の成分を 0に置き換える作用素）．
（なおここでの確率は，観測のランダム性について
のものである．）

3 提案手法
従来の行列補完では，以下の正則化付き最小二
乗法の解を復元値とする方法が標準的に用いられ
てきた [5, 7]：

arg min
X∈Rn1×n2

1

2

∑
ij∈Ω

(M c
ij −Xij)

2 +R(X). (1)

ここでR(·)は解の低ランク性を誘導する正則化項
である．しかし打ち切り行列補完においては，打
ち切られた観測値に対して二乗損失を用いるのは
適切ではない．なぜなら，打ち切られた観測値よ
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図 3: 人工データ実験の結果．実線は提案法（*-
CMC），破線は通常の行列補完手法（*-MC），点
線は打ち切られた成分を欠測と扱い通常の補完手
法を適用した結果（*-MCi）．

りも真値はかなり大きい可能性があるが，二乗損
失を用いると予測値が閾値を上回った場合に罰則
が生じるためである．そこで本研究では，打ち切
られた観測値に対しては二乗ヒンジ損失を用いる
ことを提案した：
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X∈Rn1×n2
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ここで C := {(i, j) ∈ Ω : M c
ij = C} である．これ

により予測値が観測値を上回った場合にも過剰罰
則が生じないことが期待される．

正則化項の設計． 本研究では本問題設定に適し
た二重トレースノルム正則化 (DTr-CMC)を提案
し，これに基づく推定量の平均二乗誤差に関する
理論解析を行い，その確率的上界を得た．また，従
来の行列補完で用いられてきたトレースノルム正
則化 (Tr-CMC)およびフロベニウスノルム正則化
(Fro-CMC)はいずれも解を低ランクにする効果を
持ち，本問題設定においても有効であると考えら
れる．いずれも詳細は [6]にある．

4 計算機実験
人工データ実験． 真の値が分かる状況で提案法
の復元性能を評価するために，人工データでの実
験を行った．人工的に生成した低ランクな行列を
真の行列とし，打ち切り閾値を徐々に小さくしな
がら，復元誤差を評価した（相対平方平均二乗誤
差）．図 3 はその結果である．既存法（点線）は
打ち切られた成分の割合に応じて復元誤差が拡大
しているのに対し，提案法（実線）は 70%程度の
打ち切りに対しても 10−2 のオーダーの誤差で精
度良く真の行列を推定できていることが分かる．

実データ実験． 実データ実験では，打ち切り前
の真値が得られないため，単純な復元精度の評価
が難しい．そこで本研究では評価方法を工夫し，
各添字に対して「真値は閾値以上かどうか」を予

表 1: 実データ実験の結果．ベースラインは常に
「閾値以上」クラスに分類する分類器．

f1値 DTr-CMC Fro-CMC Fro-MC

Film Trust 0.46 0.40 0.35
(0.01) (0.01) (0.01)

Movielens 0.38 0.41 0.38
100K (0.00) (0.01) (0.01)

f1値 Tr-CMC Tr-MC (ベースライン)

Film Trust 0.39 0.35 0.41
(0.00) (0.01) (0.00)

Movielens 0.40 0.38 0.35
100K (0.00) (0.00) (0.00)

測する二値分類問題にて提案手法を評価した．評
価には映画推薦のベンチマークデータを用いた [3,
4]．表 1はその結果であり，提案法は対応する（正
則化が同一な）通常の行列補完法と比較して性能
が向上している．これは，提案法は天井効果の存
在による撹乱への頑健性が高いためであると考え
られる．

5 結論と将来の展望
本研究では，打ち切りを受けた低ランクな行列
の復元という課題の研究成果を報告した．打ち切
りは経験科学に広く見られる情報欠損であり，提案
された復元手法は幅広い応用を持つと期待できる．
更なる研究の方向性として，人為的な打ち切り
を施すことで復元を不可能にし情報を保護するア
ルゴリズムを開発すること，トレースノルム最小
化による完全復元可能性定理が成立するための必
要条件を特徴づけること，また本研究の理論解析
の結果を他の種類の情報欠損に拡張することなど
が考えられる．
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